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上半学期概念复习

• 多元函数的微分与梯度
• 隐函数定理
• 曲面的维数
• 曲面的参数化, 正则曲面与正则参数化
• 曲面的定向, 不同曲面表示时法向量的求法
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求积分的思路
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重积分的定义

Step 1. 定义高维矩形的体积与直径.
Step 2. 定义高维矩形区域 𝐼 上的积分:

• Riemann:
∫

𝐼
𝑓(𝑥)d𝑥 = lim

max𝐼𝑘∈𝒫 diam(𝐼𝑘)→0
∑
𝐼𝑘∈𝒫

𝑓(𝜉𝑘)|𝐼𝑘|

• Darboux:
∫

𝐼
𝑓(𝑥)d𝑥 = sup

𝒫
∑
𝐼𝑘∈𝒫

inf
𝑥∈𝐼𝑘

𝑓(𝑥)|𝐼𝑘| = inf
𝒫

∑
𝐼𝑘∈𝒫

sup
𝑥∈𝐼𝑘

𝑓(𝑥)|𝐼𝑘|

• Lebesgue:
Riemann 可积 ⟺ 有界且 Darboux 可积 ⟺ 有界且间断点零测.

• Fubini 定理: Riemann 可积时,

∫
[𝑎,𝑏]×[𝛼,𝛽]

𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦 = ∫
𝑏

𝑎
∫

𝛽

𝛼
𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑦d𝑥 = ∫

𝛽

𝛼
∫

𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦
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重积分区域

Step 3. 定义一般有界区域 𝐷 上的积分: 选一个大矩形 𝐼 括住 𝐷, 𝐼 ∖ 𝐷
上函数值为 0, 再积分 ⟹ 面积/体积的定义要求 𝜕𝐷 为零测集.

注意: 对 Riemann 积分而言, 我们需要的是 Jordan 零测. 但是由于 𝜕𝐷
是有界闭集, 在欧几里得空间中是紧的, 从而 Jordan 零测等价于 Lebesgue 零
测. 当然即使 𝜕𝐷 不是零测的, 有些函数的重积分也可以有定义.

将一般区域转化为矩形区域:
⎧{{
⎨{{⎩

𝑎1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑏1
𝑎2(𝑥1) ≤ 𝑥2 ≤ 𝑏2(𝑥1)
⋯ ⋯
𝑎𝑛(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛−1) ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏2(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛−1)

⟶

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑥1 = 𝑎1(1 − 𝑡1) + 𝑏1𝑡1
𝑥2 = 𝑎2(𝑥1)(1 − 𝑡2) + 𝑏2(𝑥1)𝑡2
⋯ ⋯
𝑥𝑛 = 𝑎𝑛(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛−1)(1 − 𝑡𝑛) + 𝑏𝑛(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛−1)𝑡𝑛
𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑛 ∈ [0, 1]

给定一堆等式求围成的区域: 2𝑛 枚举尝试.LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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重积分换元

对于一个难求的重积分

∫
𝐷

𝑓(𝑥)d𝑥,

如果存在另一组坐标, 使得它的区域 𝑈 与 𝐷 通过 Φ 𝒞1 微分同胚 (双射, 正反
映射都是 𝒞1), 那么

∫
𝐷

𝑓(𝑥)d𝑥 = ∫
𝑈

𝑓(Φ(𝑡))|det JΦ|d𝑡

超过一维的积分无法进行 “有重叠” 的换元, 无论是无向的重积分, 还是
有向的微分形式积分.

反向换元可以直接取 Jacobi 行列式的倒数.
常见的换元:

• 极坐标: d𝑥d𝑦 = 𝑟d𝑟d𝜃
• 椭圆坐标: d𝑥d𝑦 = 𝑎𝑏𝑟d𝑟d𝜃
• 双曲坐标 (𝑡 = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑠 = 2𝑥𝑦): d𝑥d𝑦 = d𝑡d𝑠/4

√
𝑡2 + 𝑠2

• 柱坐标: d𝑥d𝑦d𝑧 = 𝑟d𝑟d𝜃d𝑧
• 球坐标: d𝑥d𝑦d𝑧 = 𝑟2 sin 𝜃d𝜃d𝜑

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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第一类曲线曲面积分

定义 0: 对于一维曲线, 可以通过分割的极限定义:

∫
𝛾

𝑓(𝑥)d𝑙 = lim
max𝑘 |𝑃𝑘𝑃𝑘+1|→0

∑
𝑘

𝑓(𝑃𝑘)|𝑃𝑘𝑃𝑘+1|

然而二维以上的曲面要进行 (三角形, 四面体, ...) 划分会复杂, 而且并非任意
划分都能收敛, 所以课内是以参数化的方式来定义第一, 二类曲线曲面积分的.

定义: 设曲面 Σ 有一个参数化 x = x (𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) ((𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) ∈ 𝐷 ⊂ ℝ𝑑),
在除了一个零测集外是正则的, 则

∫
Σ

𝑓(𝑥)d𝑠 = ∫
𝐷

𝑓(𝑥(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑))
√

det 𝐺d𝑡,
其中

𝐺 = ⎡
⎢
⎣

⟨ 𝜕x
𝜕𝑡1

, 𝜕x
𝜕𝑡1

⟩ ⋯ ⟨ 𝜕x
𝜕𝑡1

, 𝜕x
𝜕𝑡𝑑

⟩
⋮ ⋱ ⋮

⟨ 𝜕x
𝜕𝑡𝑑

, 𝜕x
𝜕𝑡1

⟩ ⋯ ⟨ 𝜕x
𝜕𝑡𝑑

, 𝜕x
𝜕𝑡𝑑

⟩
⎤
⎥
⎦

可以通过行列式的变换说明,
√

det 𝐺 表示的含义就是 “面/体积微元”. 对
于 Σ 与背景空间维数相同的情况, 这个值等于 Jacobi 矩阵行列式绝对值.
为什么 det 𝐺 > 0?

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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第一类曲线曲面积分

函数曲面 𝑥𝑑+1 = 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑):

det 𝐺 =
∣
∣∣
∣

1 + 𝜕𝑓
𝜕𝑥1

𝜕𝑓
𝜕𝑥1

⋯ 𝜕𝑓
𝜕𝑥1

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑑

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑑
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
⋯ 1 + 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑑

∣
∣∣
∣
= ∣𝐼 + ∇𝑓∇𝑓⊤∣ = 1 + ‖∇𝑓‖2

隐函数曲面 𝐹(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑+1):

det 𝐺 = ‖∇𝐹‖2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑑+1

参数化的良定义性, 即积分结果与参数化无关: 假设有另一个参数化
𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑, 那么

⟨𝜕x
𝜕𝑡𝑖

, 𝜕x
𝜕𝑡𝑗

⟩ = ⟨∑ 𝜕x
𝜕𝑠𝑘

𝜕𝑠𝑘
𝜕𝑡𝑖

, ∑ 𝜕x
𝜕𝑠𝑘

𝜕𝑠𝑘
𝜕𝑡𝑗

⟩

= [ 𝜕𝑠1
𝜕𝑡𝑖

⋯ 𝜕𝑠𝑑
𝜕𝑡𝑖

] 𝐺𝑠
⎡
⎢
⎣

𝜕𝑠1
𝜕𝑡𝑗
⋮

𝜕𝑠𝑑
𝜕𝑡𝑗

⎤
⎥
⎦
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第一类曲线曲面积分

因此

𝐺𝑡 = (𝜕(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) )

⊤
𝐺𝑠

𝜕(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑)

∫
𝐷𝑡

𝑓(𝑥(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑))√det 𝐺𝑡d𝑡

= ∫
𝐷𝑡

𝑓(𝑥(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑))
√√√
⎷

det [(𝜕(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) )

⊤
𝐺𝑠

𝜕(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) ]d𝑡

= ∫
𝐷𝑡

𝑓(𝑥(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑))√det 𝐺𝑠 ∣det 𝜕(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) ∣ d𝑡

= ∫
𝐷𝑠

𝑓(𝑥(𝑡1(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑), ⋯ , 𝑡𝑑(𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑑)))√det 𝐺𝑠d𝑠

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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微分形式

𝑘 阶微分形式在每一点都定义了一个 (ℝ𝑛)𝑘 → ℝ 的 (多重) 线性函数, 具
有反对称性. 可以证明 (外代数), 具有这样性质的微分形式在单点上一定能写
成以下形式:

𝜔 = ∑
𝑖1,⋯,𝑖𝑘

𝑓𝑖1,⋯,𝑖𝑘
d𝑥𝑖1

∧ ⋯ ∧ d𝑥𝑖𝑘

其中 d𝑥𝑖 可以理解为 “取向量的第 𝑖 维分量” 操作. ∧ 为斜积

(𝜔 ∧ 𝜇)(v ,w) = ∣𝜔(v) 𝜔(w)
𝜇(v) 𝜇(w)∣

从而我们知道 𝜔 ∧ 𝜇 = −𝜇 ∧ 𝜔, 以及 𝜔 ∧ 𝜔 = 0.
定义微分形式的外微分

d(𝑓𝜔1 ∧ ⋯) = d𝑓 ∧ 𝜔1 ∧ ⋯ = ∑
𝑖

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

d𝑥𝑖 ∧ 𝜔1 ∧ ⋯

有性质 dd𝜔 ≡ 0, 这其实可以反过来 (以类似 d(𝑢𝑣) = 𝑢d𝑣 + 𝑣d𝑢 的方式)
理解外微分的定义.

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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微分形式 (流形上) 的积分

微分形式的积分严格来说有极限的定义 (其实也需要依赖于局部参数化),
我们可以认为课内它的定义就是参数化: 设，曲面 Σ 的保向正则参数化为
x = x (𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑), 那么对于 𝑑 维微分形式 𝜔,

∫
Σ

𝜔 = ∫
𝐷

𝜔 ( 𝜕x
𝜕𝑡1

, ⋯ , 𝜕x
𝜕𝑡𝑑

) d𝑡.

同样可以利用微分形式的线性性证明, 积分结果与保向参数选择无关.
定向要求: 对于一维曲线, 切向量与曲线定向一致; 对于三维空间中的二

维曲面, 𝜕x
𝜕𝑡1

× 𝜕x
𝜕𝑡2
的方向要与法向量一致. 也就是说, “加符号” 这一步操作,

是出现在将微分形式的积分转化为重积分时做的. 例如如果一个曲面的定向
是向 −𝑧 方向的, 那么

∬
Σ

d𝑥 ∧ d𝑦 = − ∬
𝑃𝑥𝑦(Σ)

d𝑥d𝑦.

Q: 注意到, 课上只讲了比背景空间维数小 1 的超曲面上的定向. 如果要
求, 比如四维空间中的二维曲面上的积分, 如何定义? A: 不会考的

A: 可定向的流形上才能定义积分. 流形是无需考虑背景空间的, 在上面
积分只需设定一致定向的局部参数化即可. 一维流形总是可定向.

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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微分形式积分的换元

假设有难求积分

∫
Σ̃

𝜔

它的坐标 x 可以以另一组坐标 t 表示: x = Φ(t) (Φ 是 𝒞1 微分同胚),
Σ̃ = Φ(Σ), 那么

∫
Σ̃

𝜔 = ∫
Σ

Φ∗(𝜔).

其中 Φ∗(𝜔) 定义为, 对于 Σ 上的一个切向量 v , 先依据 DΦ 映到 Σ̃ 的切
向量, 再作用 𝜔. 证明考虑参数化, 最后总是归结到重积分的换元.

实操上是很简单的, 直接展开即可. 例如 𝜔 = ℎ(𝑥, 𝑦)d𝑥 ∧ d𝑦, 换元关系式
Φ(𝑢, 𝑣) = (𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣)) = (𝑥, 𝑦), 那么

Φ∗(𝜔) = ℎ(𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣))d(𝑓(𝑢, 𝑣)) ∧ d(𝑔(𝑢, 𝑣))

= ℎ(𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣)) (𝜕𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑔
𝜕𝑣 − 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑔
𝜕𝑢) d𝑢 ∧ d𝑣.

微分形式的积分除了用定义求, 还可以考虑凑外微分, 以及找对称性.
LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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第二型曲线曲面积分

可以转化为微分形式的积分.
• 环量:

V ⋅ dl = 𝑉𝑥d𝑥 + 𝑉𝑦d𝑦 + 𝑉𝑧d𝑧
• 二维通量:

V ⋅ nd𝑙 = −𝑉𝑦d𝑥 + 𝑉𝑥d𝑦
• 三维通量:

V ⋅ ds = 𝑉𝑥d𝑦 ∧ d𝑧 + 𝑉𝑦d𝑧 ∧ d𝑥 + 𝑉𝑧d𝑥 ∧ d𝑦
证明通量转微分形式的表达式, 可以使用参数化. 同时参数化可以直接将

第二型积分转成重积分:
对于超曲面, 定义参数化 x = x (𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑), 法向量可以这样得到:

𝐿(v) = det (v , 𝜕(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑+1)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) ) ,n = ∇𝐿

‖∇𝐿‖.

相应的单位高度体积微元及通量微元: d𝑣 = 𝐿(n)d𝑡 = ‖∇𝐿‖d𝑡,

V ⋅ ds = V ⋅ nd𝑣 = V ⋅ ∇𝐿d𝑡 = det (V , 𝜕(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑑+1)
𝜕(𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑑) ) d𝑡.

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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Stokes 公式

偏微分定义 ⟶ 将第二曲线曲面积分拆开证明 Stokes 公式 ⟶ 极限形
式 “第二定义”.

• 梯度积分 ↔ 两端差

• 二维旋度 ↔ 环量——Green 公式
• 二维散度 ↔ 通量——Green 公式 (可以通过上一个转 90∘ 直接证明)
• 三维旋度 ↔ 环量——Stokes 公式 (参数化到二维后用 Green 公式证明)
• 三维散度 ↔ 通量——Gauss 公式
注意定向!
硬证方法: 拆成一堆小曲边梯形/曲面体, 积分里面把原函数写成偏导的

积分, 一通化简抵消.
梯度场 ⟺ 保守场 ⟹ 无旋场. 单连通区域时后面可以改成 ⟺.
Helmholtz 分解: 任何三维有界区域内的向量场都可以分解为一个无旋场

+ 一个无源场.

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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广义 Stokes 公式

∫
𝜕Ω

𝜔 = ∫
Ω

d𝜔.

LRYP 微积分 A(2) 期末复习—知识点部分
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级数

提一下几个点:
• 绝对收敛不仅适用于正负都有的实数级数, 也适用于任何定义了范数的
级数.

• Leibniz 判别法在不单调时不能用, 例如 ∑𝑛
(−1)𝑛−1

𝑛𝛼+(−1)𝑛−1 在 𝛼 ≤ 1
2 时发散,

1
2 < 𝛼 ≤ 1 时条件收敛.

• 如果 𝑎𝑛 → 0, 级数加括号收敛, 则原级数收敛, 这个事情必须要求每个括
号内同号. 反例: {𝑛 个 1

𝑛 , 𝑛 个 − 1
𝑛 }.

• 说明函数项级数不一致收敛的方法: ∃𝜀, 对于 𝑁 = 1, 2, 3, ⋯, 都存在一个
𝑥, 前 𝑁 项和与极限值差 > 𝜀.

• 若 [𝑎, 𝑏) 上 ∑𝑛 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), lim𝑥→𝑏− 𝑓(𝑥) = ∞ 并不说明不一致收敛

(必须加要求 𝑓𝑛 各自有界才行). 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上连续也并不说明一致连
续: 例如 𝑓𝑛(𝑥) = 2𝑛2𝑥e−𝑛2𝑥2 − 2(𝑛 − 1)2𝑥e−(𝑛−1)2𝑥2 , ∑𝑛 𝑓𝑛(𝑥) = 0, 但
∫1
0 ∑𝑛 𝑓𝑛(𝑥) = 0, ∑𝑛 ∫1

0 𝑓𝑛(𝑥)d𝑥 = ∑𝑛(e−(𝑛−1)2 − e−𝑛2) = 1, 积分可交
换的逆否命题说明不一致收敛.
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积分
级数

收敛判定方法

判定条件 Cauchy 比较 Dirichlet Abel
广义积分收敛 1 2 3 4

广义含参积分一致收敛 5 6 7 8
数项级数收敛 9 10 11 12

函数项级数一致收敛 13 14 15 16
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积分
级数

换序充分条件

换序条件 极限 求导 积分 广义积分 级数
极限 1
求导 2 3
积分 4 5 6

广义积分 7 8 9 10
级数 11 12 13 14 15
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